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Wydzial Matematyki Stosowanej, Politechnika Slaska w Gliwicach

O pochodnej kierunkowej i gradiencie

Streszczenie. Celem tego artykulu jest przyblizenie Czytelnikowi pojecia pochodnej
kierunkowej. Podano definicje i interpretacje pochodnej kierunkowej oraz najwazniejsze twierdze-
nia umozliwiajace jej obliczanie. Praca zawiera przyklady ilustrujace przytoczone twierdzenia oraz
przyklady obliczania pochodnej kierunkowej bezposrednio z definicji. Czytelnik znajdzie takze pro-
pozycje zadani do samodzielnego rozwiagzania.

Stowa kluczowe: pochodna kierunkowa, pochodne czastkowe, gradient, ciggtos$é i rézniczkowal-
no$¢ funkcji wielu zmiennych.

1. Motywacja

Zanim przejdziemy do tematu, rozwazmy dwa problemy.

Problem 1. Wyobrazmy sobie pofatdowany gorski teren (sg tam gory, doliny, przetecze itd.), ktory jest
na tyle idealny, ze jego powierzchnie w pewnym prostokatnym uktadzie wspotrzednych mozna opisa¢ jako
z = H(zx,y), gdzie H jest funkcja rzeczywista dwoch zmiennych rzeczywistych. Liczba H (xg, yo) oznacza
odlegtosé punktu Ag(zo,yo, H(zo,y0)) na rozwazanej powierzchni od plaszczyzny xy, natomiast sama
plaszczyzne xy utozsamiamy z poziomem morza. W punkcie Ay znajduje sie wedrowiec. W zaleznosci
od tego, jaka droge wybierze, jego odleglos¢ od plaszczyzny xy po kazdym kroku moze sie zwiekszyé,
zmniejszy¢ lub pozostaé bez zmian — ma to $cisty zwiazek z funkcja H. Wedrowiec chce dotrzeé na
najblizszy szczyt jak najkrotsza droga. Jaka strategie powinien obra¢? Czy mozemy przewidzie¢ kolejne
kroki wedrowca, jezeli nie widzimy terenu, ale znamy funkcje H?

Problem 2. Na plaszczyznie xy mamy ptaski obszar D, w ktérym rozpalono kilka ognisk i postawiono
kilka wentylatorow. Z fizyki wiemy, ze temperatura T'(xo,yo) w punkcie By(zo,yo) € D zalezy od poto-
zenia tego punktu wzgledem wszystkich ognisk i wentylatoréw. Funkcja T jest wiec funkcja rzeczywista
dwoéch zmiennych rzeczywistych. Przypu$émy, ze w punkcie By znajduje sie cieptolubny stworek, ktore-
mu jest bardzo zimno. Stworek chce jak najszybciej dotrze¢ w okolice najblizszego ogniska. Czy mozemy
przewidzie¢ tor jego ruchu, jezeli nie odczuwamy temperatur w poszczegdlnych punktach obszaru D, ale
znamy wzor funkeji 77

Autor korespondencyjny: E. Lobos (Ewa.Lobos@polsl.pl).
Data wplyniecia: 10.06.2022 r., aktualizacja: 9.09.2024 r.



48 E. Lobos

2. Definicja pochodnej kierunkowej

W obu problemach musimy znalezé kierunek, w ktorym podana funkcja najszybciej rosnie. Sprobujmy
najpierw okregli¢ tempo zmian funkcji f: Dy — R, Dy C R?, w punkcie Py(zo,y0) € Dy w kierunku
ustalonego niezerowego wektora u = [a, b]. Zastosujemy nastepujaca konstrukcje:

e na plaszczyznie zy znajdujemy oS ¢, ktora przechodzi przez Py, jest rownolegla do wektora u i ma
taki sam zwrot jak u;

e zaznaczamy plaszczyzne m zawierajaca £ i prostopadly do plaszczyzny xy;

e otrzymujemy plaska krzywa C, ktora jest czeScia wspolna powierzchni z = f(z,y) i plaszczyzny

e wybieramy na osi £ dowolny punkt P € Dy rozny od Py; punkt ten ma wspolrzedne P(zo+at, yo+bt),
gdzie t jest pewng liczba rzeczywista rézna od zera;

e na krzywej C znajdujemy punkty Qo(zo,yo, f(%o,¥0)) oraz Q(zo + at,yo + bt, f (xo + at,yo + bt))
i prowadzimy przez nie sieczng krzywej C,

e odlegtos¢ miedzy punktami Py i P jest rowna +/(zo + at — x0)2 + (yo + bt — y0)2 = |t|\/a? + b2,
wiec sieczna jest nachylona do osi £ pod katem, ktorego tangens wynosi

f(zo + at,yo + bt) — f(xo,v0)
tva? + b2

(w mianowniku pomijamy modul, bo punkt P moze znajdowaé sie z réznych stron Pp);

e jesli teraz P dazy do Py wzdtuz ¢, to @ dazy do Qo wzdluz C i sieczne daza do stycznej (o ile
styczna istnieje — nie musi istnie¢, bo krzywa C' moze mie¢ np. ostrze w punkcie Qq);
e jezeli styczna do krzywej C' w punkcie @)y istnieje, to tangens kata miedzy styczna a osig ¢ jest

rowny

tg o = lim f(xo + at,yo + bt) — f(xo,0)

t—0 a2 + b2 '

Jezeli powyzsza granica istnieje i jest skonczona, to nazywamy ja pochodng kierunkows funkcji f

w punkcie Py w kierunku wektora u i oznaczamy % ‘ Py
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Definicja 1. Pochodng kierunkowq funkcji f: Dy — R, Dy C R%, w punkcie Py(wo,yo) w kierunku
niezerowego wektora u = [a, b] nazywamy granice

of | _ lim f(zo + at, yo + bt) — f(z0,y0) (1)
ollp,  t—0 tva? + b2 ’

o ile ta granica istnieje @ jest skoriczona.

Z definicji wynika oczywiscie, ze Py nalezy do Dy, bo musimy obliczyé¢ wartos¢ f(zo,yo). Aby pytac

o istnienie granicy (1), musimy by¢ pewni, ze to = 0 jest punktem skupienia dziedziny funkcji g okreslonej

_ f(@otat,yo+bt)—f(zxo,y0)
tva?2+b2

czenie wiele punktow z dziedziny funkcji f, ktore lezg na prostej £, czyli punkt Py jest punktem skupienia

zbioru £ N Dy.
Jedli np. mamy funkcje f(x,y) = /x + /¥y, to jej dziedzing jest zbior (0, 400) x (0, 400), wiec mozemy

wzorem g(t) . Oznacza to, ze w dowolnym otoczeniu punktu Py mamy nieskoni-

pytac¢ o pochodna kierunkowa w punkcie Py(0,0) w kierunku wektora [1, 3] lub [—2, —5], ale nie ma sensu
pytac¢ o pochodna w Py(0,0) w kierunku wektora [—1, 3] czy [2,—5]. W innych punktach mozemy pytaé
o pochodng kierunkowa w dowolnym kierunku.

Odnotujmy trzy fakty wynikajace bezposrednio z definicji:

1) jezeli pochodna kierunkowa funkeji f w punkcie Py w kierunku wektora u = [a, b] # 0 jest rowna A,
to istnieje pochodna kierunkowa funkeji f w punkcie Py w kierunku wektora —u = [—a, —b] i jest
ona réowna —A;

2) jezeli istnieje pochodna czastkowa %| py O jest ona pochodng kierunkowa funkcji f w punkcie Py

w kierunku kierunku dodatniej potosi Ox (czyli w kierunku wektora u = [1, 0]);
3) jezeli istnieje pochodna czastkowa %| Py 1O jest ona pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie Py

w kierunku kierunku dodatniej pétosi Oy (czyli w kierunku wektora u = [0, 1]).

Pochodng kierunkowy funkcji wiekszej liczby zmiennych definiujemy analogicznie. Przyktadowo dla
funkcji trzech zmiennych mamy nastepujaca definicje.

Definicja 2. Pochodnq kierunkowq funkcji f: Dy — R, Dy C R3, w punkcie Py(xo,yo,20) w kierunku
niezerowego wektora u = [a, b, c| nazywamy granice

of I f(@o + at, yo + b, 20 + ct) — f(2o, Yo, 20)

a0 lp, — 550 N+ 2t 2 ’

o ile ta granica istnieje i jest skoriczona.

Zauwazmy, ze dla funkcji trzech zmiennych pochodne czgstkowe % | Py’ % | Ry’ % | B (o ile istnieja) sa
pochodnymi kierunkowymi w kierunkach wektorow [1,0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]. Takze pochodne w kierunkach

przeciwnych (o ile istnieja) sa liczbami przeciwnymi.

3. Wlasnos$ci pochodnej kierunkowej

Pochodng funkcji jednej zmiennej tez definiujemy jako pewna granice, ale w praktyce bardzo czesto
korzystamy z kilku tatwych wzoréw. Tak samo jest z pochodna kierunkowa — policzymy ja z prostego
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wzoru, o ile funkcja jest rozniczkowalna. Przypomnijmy definicje rozniczkowalnej funkcji rzeczywistej
dwoch zmiennych rzeczywistych (dla wiekszej liczby zmiennych niezaleznych definicje sa analogiczne).

Definicja 3. Funkcja f: Dy — R, Dy C R?, jest rézniczkowalna w punkcie Po(wo,yo) wtedy i tylko
wtedy, gdy jej przyrost Az = f(xg + Az, yo + Ay) — f(xo,y0) mozna zapisaé w postaci

= g—i Az + g Ay +e1Ax + eaAy,  gdzie g1 = lim g9 = 0. (2)

Az lim 1
Py ox lp, (Az,Ay)—(0,0) (Az,Ay)—(0,0)

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja f: Dy — R, Dy C R?, jest rézniczkowalna w pewnym otoczeniu punktu
Py(xo,y0), to jej pochodna kierunkowa w punkcie Py w kierunku wektora u # 0 jest réwna
of| _of of

¢ | r = B2 Pocosa+a—ypocosﬁ, (3)

gdzie cos « i cos B sq¢ kosinusami kierunkowymi wektora u.
Dowdd. Ustalmy wektor u = [a, b] # 0. Mozna go zapisa¢ jako

u:\/aQ—l—bQ{

a b
VaZz b2 Va2 + b2

} = Va2 + B2[cosa,cos B, gdzie cos® o+ cos® B = 1.

Oznaczmy v = [cos «, cos 8]. Pochodna w kierunku wektora u jest taka sama jak pochodna w kierunku
wektora v. Ze wzoru (1) dla wektora v, ktory ma dtugosé 1, mamy:

of
o0

~ lim f(xo+tcosa,yo +tcosB) — f(xo, Yo) _ ().

Py T 150 t

W liczniku mamy przyrost Az, w ktorym Ax = tcosa, Ay = tcosf. Jezeli t — 0, to Az — 01 Ay — 0.
Funkcja f jest rézniczkowalna, wiec z (2) mamy:

of
ox

tcosa + %

Py ’ Py

t—0 t
o Tof of
= }g% [&v cos o + e
of

cosa+ ——| cosfB+0-cosa+0-cosf =
Po ox 1Py

tcos B + g1t cosa + eat cos 8

cosfB+e1cosa+egcos Bl =

Py Py

Py z | P,
]

Z twierdzenia 1 wynika, ze dla funkcji rézniczkowalnej w pewnym otoczeniu punktu Py pochodna

kierunkowa istnieje w kazdym kierunku. Z dowodu tego twierdzenia widaé, ze pochodng kierunkowa mozna
oblicza¢ ze wzoru (3) takze dla funkcji rézniczkowalnej w punkcie Py, ale tylko w takich kierunkach, dla

ktorych granica (1) w definicji ma sens. Mozemy tez skopiowa¢ powyzszy dowod, wprowadzi¢ pewne
,kosmetyczne” poprawki i pokazaé¢, ze jesli funkcja u = f(x,y, 2) jest rozniczkowalna w Py(xo, Yo, 20),
to jej pochodna kierunkowa w Py w kierunku niezerowego wektora u = [a,b,c]| (o ile Py jest punktem
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skupienia czesci wspolnej Dy oraz prostej ¢, ktora przechodzi przez Py i jest rownolegta do u) jest rowna

of _of ol pl 01 .
90 b, = iy cos « + ay lr, cos B + 97 cos 7, (4)

gdzie cosa = ﬁ, cosf = ﬁ, cosy = ﬁ (czyli sa to kosinusy kierunkowe
wektora u). Analogiczne wzory zachodza dla funkcji wiekszej liczby zmiennych.

Roézniczkowalnosé jest wiec wystarczajaca dla istnienia pochodnej. Jednak w wiekszosci wypadkéw po
zobaczeniu wzoru funkcji nie jestesmy w stanie stwierdzié, czy przyrosty tej funkcji spelniaja warunek (2).
Na szczescie mamy:

e warunki konieczne dla r6zniczkowalnosci (tzn. kazda funkcja rozniczkowalna jest ciagla i ma wszyst-
kie pochodne czastkowe) — niespelnienie ktoregokolwiek z tych warunkow pozwala stwierdzic, ze
funkcja nie jest rozniczkowalna i nie mozemy, niestety, zastosowac¢ wzordéw (3)—(4),

e warunek wystarczajacy dla rézniczkowalnosci (tzn. kazda funkcja klasy C*, czyli ciagla wraz z pierw-
szymi pochodnymi czastkowymi, jest rézniczkowalna) — jesli jest on spelniony, to mozemy bez obaw
stosowaé wzory (3)—(4).

Powstaje pytanie: jak rozpoznaé funkcje klasy C'? Wiekszo$é funkeji rozwazanych na wyktadach i éwicze-
niach to funkcje elementarne (z reguty sa one ciagle; problem z ciggloscia moze pojawi¢ sie tylko wtedy,
gdy sama funkcja jest ,klamerkowa” albo gdy funkcja ,zawiera” funkcje odwrotng do funkcji niemono-
tonicznej, ale wowczas wzoér musiatby by¢ klamerkowy). Pochodne funkcji elementarnych tez sa zwykle
ciggle (problemy moga pojawi¢ sie w przypadku funkcji z modulem albo w przypadku pierwiastkow,
arcsin czy arccos — te funkcje nie maja pochodnych w pewnych punktach).

Wréémy teraz do funkcji dwoch zmiennych (otrzymane wyniki Czytelnik tatwo uogolni na funk-
cje trzech lub wiecej zmiennych). We wzorze (3) mozemy zauwazy¢ iloczyn skalarny dwoch wektorow:

[g;ﬁ By’ gz{: PJ oraz [cos a, cos 3]. Pierwszy z nich nazywa sie gradientem funkcji f w punkcie Py i ozna-
czamy go grad f|p,, drugi to wersor kierunku, czyli wektor v. Zatem wzor (3) mozemy zapisac jako
of
—| =grad oV. 5
ol lp, grad fr, (5)

Jezeli oznaczymy przez 0 kat miedzy gradientem a wersorem kierunku, to mamy:

of

3ln = llgrad f|p, || - [|[V]| - cos @ = ||grad f|p, || - cos 6. ©)

Ustalmy punkt P, i zalézmy, ze funkcja f jest r6zniczkowalna w pewnym otoczeniu punktu Fj.
Zatem funkcja f ma w punkcie Py pochodne kierunkowe we wszystkich kierunkach. Ponadto wektor
grad f|p, istnieje (jest to jeden konkretny wektor, poniewaz Py jest ustalony).

e Wybierzmy jakis wersor v, ktéry wskazuje kierunek, w ktérym chcemy policzyé pochodna kierun-
kowa. Poniewaz —1 < cosf < 1, ze wzoru (6) mamy oszacowanie:

<8f

~llgrad £l < 55,

< [lgrad f{p, ||

e Jezeli bedziemy zmienia¢ wektor v i popatrzymy na kat 6 miedzy gradientem a wersorem kierun-
ku, to zauwazymy, ze 0 przyjmuje wszystkie wartosci z przedziatu (0, 7). Zatem cos przyjmuje
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wszystkie wartosci z przedziatu (—1,1), wiec pochodna kierunkowa przyjmuje wszystkie wartosci
z przedzialu (—|[grad f|p, |, [[grad f|p, ).

e Najwieksza pochodng kierunkowa (réwna diugosci gradientu funkcji f w punkcie Pp) otrzymamy,
gdy cosf = 1, czyli 6 = 0. Najmniejsza pochodna kierunkowa (rowna —||grad f|p,||) otrzymamy,
gdy cos@ = —1, czyli 6 = 7.

Wazna wlasnosé gradientu

Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w pewnym otoczeniu punktu Py, to jej gradient w tym punkcie
wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji.
Funkcja najszybciej maleje w kierunku przeciwnym do gradientu w punkcie FPy.

Znalezlismy wtasnie odpowiedz na problemy sformutowane na poczatku tego artykutu, o ile rozwazane
tam funkcje H i T sg rozniczkowalne. Zaréwno wedrowiec, jak i stworek pierwszy krok zrobia w kierun-
ku gradientu ,swojej” funkcji w punkcie (zo,yo). Po pierwszym kroku wedrowiec znajdzie sie w punk-
cie (xz1,y1, H(x1,y1)), a stworek w punkcie (z1,y;). Kolejny krok wykonaja wiec w kierunku gradientu
w punkcie (x1,y;) itd.

Gdyby wedrowiec chcial jak najkrotsza droga zej$é na dot, poruszalby sie w kierunku przeciwnym
do gradientu. Podobnie stworek, gdyby jednak bylo mu zbyt goraco. A jaki kierunek powinien wybraé
stworek, gdyby uznat, 7e temperatura w punkcie (zg, yo) jest optymalna, ale z jakich§ wzgledow nie mogtby
lub nie chciatby pozostaé na swoim miejscu? Podobnych pytan mozemy postawi¢ wiecej. Odpowiedzi na te
pytania wskazuja na zastosowania pochodnej kierunkowej i gradientu (najprostsze i zarazem najwazniejsze
z nich to numeryczne znajdowanie ekstreméw lokalnych funkeji wielu zmiennych).

4. Przyklady latwe, proste i przyjemne

Rozwiazemy teraz kilka latwych zadan, korzystajac z wynikow podanych w poprzedniej sekcji. Ogra-
niczymy sie do funkcji dwoch i trzech zmiennych — dla funkcji o wiekszej liczbie zmiennych metoda
rozwigzywania jest taka sama, ale rachunkéw bedzie zdecydowanie wiecej. Zainteresowany Czytelnik do-
datkowe zadania znajdzie np. w [2] i [3]. Inne typy zadan omoéwiono w [1].

Przyklad 1. Obliczyé pochodng kierunkowa funkcji f(z,y) = 4arc sin £ + xy w punkcie Py(3,5)
w kierunku wektora u = [24, —7].

Mozemy skorzystaé ze wzoru (3), bo f jest funkcja klasy C' w pewnym otoczeniu punktu P,. Potrzebne
nam s3a pochodne czastkowe i kosinusy kierunkowe. Mamy:

24 —
||u||:\/242+72:\/(25—1)2+49:\/252—5O+1+49:25, cosa:%, cos5:2—57,

0 4 1 5 1
ox P, /l_w_z Y Py 4 5

Yy
of 4 - 5 -3 1\ 12
| = =4 — 4+3=——-+3=3(1—-=)=—.
dyln~ [ _= 2 T, 1 s 5 ( 5) 5

Y
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Wstawiamy do wzoru (3):

of 24 12 -7 12 12 12 636

= =6 =+—= —=—(12-5-7)=—(60—-7)=—-53=—.

ol lp, 25 + 5 25 125( ) 125( ) 125 125
Zauwazmy, ze pochodna jest dodatnia, czyli funkcja f w punkcie Py w kierunku wektora u jest rosnaca.
Pochodna jest troche wieksza od 5, czyli funkcja rosnie dosé szybko (jest to oczywiscie kwestia wzgledna,;
ja sobie zawsze zadaje pytanie, czy jechalabym rowerem pod gorke, ktorej kat nachylenia ma tangens

rowny 5).

af|  _ 636
Odp. Py 125°

Przyklad 2. Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji f(z,y,z) = zv/y? — 2z w punkcie Py(—1,2,0)
w kierunku wektora u = [—1,1, —4].

Mozemy skorzystaé ze wzoru (4), bo f jest funkcja klasy C* w pewnym otoczeniu punktu P,. Policzmy
najpierw kosinusy kierunkowe:

-1 1 —4
u|=v14+14+16= 18:3\/57 cosa = ——, cosff = ——, cosy = ——.
[al| = v Vv 373 B NG =37
Obliczamy pochodne czgstkowe funkcji f w punkcie Py:
af Ry
Ox 1P, Y “Ipy ’
of ) . 2% | __ | _
Oy | Py 2¢/y% —2z'P0 /Y% —2z1Po ’
of _, =2 | __ - | _1
0z 1P, 22 —221P 2 =2zl 2
Wstawiamy do wzoru (4):
of —1 1 1 -4 -—2-1-2 -5 5V2

=92, — —1.— 4+ . = = = —
Po 3v/2 32 2 32 3v/2 3v2 6

Zauwazmy, ze pochodna jest ujemna, czyli funkcja f w punkcie Py w kierunku wektora u jest malejaca.

or

Czy funkcja maleje wolno, czy szybko? Zjecha¢ na nartach z takiego stoku?

of|  _— _5v2
Odp. ¢ P =~ -

Przyktad 3. Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkeji f(z,y) = e’V w punkcie P(—3,2) w kierunku
wektora, ktory tworzy z grad f|p, kat 6 = %’T

Mozemy skorzystaé¢ ze wzoru (6), bo f jest klasy C' w R2. Gradient funkcji w punkcie Py to wektor,

ktorego wspotrzednymi sa kolejne pochodne czastkowe funkcji w tym punkcie. Obliczmy je:

af 2y 8f 2 .3 9
e A Y| e (3 — 12
oz lp, € v P, © Oy |l p, € (=3y7) P, ¢

Zatem
grad f|p, = [—6e, —12¢] = 6e[—1, —2] i lgrad f|p, || = 6eV1 + 4 = 6eV/5.
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Wstawiamy do wzoru (6):

af B 2T 1y
apofb‘e\/icos?fﬁe\/g < 2) 3eV/5.

Odp. %}2 Po = —3e/5.

Przyklad 4. Obliczy¢ pochodng kierunkows funkeji f(z,y, 2) = (22—?) In(z+y—2) w punkcie Py(2,3,4)
w kierunku wektora, ktory tworzy z grad f|p, kat 0 = —%.

Mozemy znowu skorzystaé ze wzoru (6), bo f jest na pewno klasy C* w pewnym otoczeniu punktu P.
Wprawdzie wzor zostal wyprowadzony dla funkcji dwoéch zmiennych, ale tatwo sprawdzié¢, ze ma on te
samy, posta¢ dla dowolnej funkeji wielu zmiennych, ktora jest rozniczkowalna w punkcie Py. Musimy tylko
pamietaé, ze dla funkcji n zmiennych jej gradient jest wektorem z przestrzeni R™.

Teraz mamy funkcje trzech zmiennych, wiec ma ona trzy pochodne czastkowe i gradient jest wektorem
z przestrzeni R3. Obliczamy pochodne czastkowe w punkcie Py:

of 2_ 2 1

S | - )| 414+ (4-9)1=—
|, =2 m =)+ @ ) | =4l -9 1=,
of :—2y-ln(m+y—z)+(m2—y2)-¥ =—6lnl+(4-9)-1=-5
Oy lp, x+y—zlp ’
of 2 _ 2 —1

Il @2yt ———| =@-9)-(-1)=5.

R A et IR (SR

Zatem

grad f|p, = [-5,—5,5] = 5[-1,—-1,1] i lgrad f|p,|| = 5vV1+ 1+ 1 = 5v/3.

Wstawiamy do wzoru (6):

of) ™ V3 15
ﬁp0—5\/§‘cos<_g> —5\/37—?

of _ 1
Odp. ar P = 5-

w punkcie Py(2,1).

2
Przyklad 5. Obliczy¢ najwieksza pochodng kierunkows funkcji f(x,y) = 2z +y
r—=y

Widzimy, ze funkcja jest klasy C' w pewnym otoczeniu punktu P, wiec istnieja pochodne kierunkowe
we wszystkich kierunkach. Najwieksza pochodna kierunkowa to pochodna w kierunku gradientu (gradient

wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkeji). Jesli v jest takim wektorem, ze
lvl=1 i v=tgradf|p, gdzie t>0,

to we wzorze (6) mamy 6 = 0, cosf = 1, czyli pochodna w kierunku gradientu jest rowna dlugosci

gradientu. Obliczamy pochodne czastkowe w punkcie Py:

of| 2Q2x—y)—2x+y)-2]  2Q2r—-y-—-2x-y)| —4dy 4
orlp (22 — y)2 P (22 — y)2 p (2z—y2lp 9
of | Rx—y)—QRzx+y)-(-1)|  2z—y+2zx+y 4z 8
dylp, (2 — y)2 rn (2e—y? lpn (z—y2ln 9




O pochodnej kierunkowej i gradiencie 55

Zatem

4 8 4
gradf|P0 = |:979:| = 5[7172]3

natomiast dlugosé¢ gradientu to %\/1 +4= 47‘/5. Mozemy napisa¢ odpowiedz.

4

S

Odp. Najwigksza pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie P jest réwna =§>.

Przyktad 6. Obliczy¢ najmniejsza pochodna kierunkows funkcji f(x, y, z) = 2%y32* w punkcie Py(1,1,1).

Jak juz wspomniano, wzor (6) jest uniwersalny — zachodzi dla wszystkich funkcji rézniczkowalnych
wielu zmiennych, oczywiécie w pewnym otoczeniu punktu Py. Nasza funkcja jest klasy C' w R3. Poniewaz
—1 < cos# < 1, najmniejsza pochodna kierunkowa w punkcie Py jest rowna —||grad fp, .

Obliczamy pochodne czastkowe i gradient w punkcie Py:

of 3.4

R — = = 2
81‘ P() xy i 0 ’
0

—f 3y?a2zt| =3,
oy | P, Py

0

—f = 4z3m2y3 =4.
0z 1P, Py

Zatem grad f|p, = [2,3,4]. Gradient ten ma dltugosé¢ v/4 + 9 + 16 = v/29. Jesli policzylibysmy pochodne
kierunkowe funkcji f w punkcie Py we wszystkich mozliwych kierunkach, to otrzymaliby$my wszystkie
liczby w z przedziatu (—/29,+/29).

Odp. Najmniejsza pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie Py wynosi —v/29.

5. Przyklady dla dociekliwych, czyli warunek wystarczajacy nie
jest konieczny

Wiemy juz, ze jesli funkcja jest rézniczkowalna w punkcie Py, ktory jest punktem skupienia zbioru
¢N Dy, to jej pochodny kierunkowg mozna obliczy¢ ze wzoru (3), (4) lub analogicznego wzoru dla funkeji
o wiekszej liczbie zmiennych. Jezeli funkcja jest rézniczkowalna w pewnym otoczeniu punktu Py, to jej
pochodna kierunkowa istnieje w kazdym kierunku. Zatem warunkiem wystarczajacym dla istnienia po-
chodnej kierunkowej jest rézniczkowalnosé funkcji. Przeanalizujemy teraz kilka przyktadow, ktore pokaza,
ze warunek ten nie jest konieczny. Pokazemy jeszcze wiecej: istnieja funkcje, ktore sa nieciagle lub nie
maja pochodnych czastkowych, ale maja jakie§ pochodne kierunkowe. Czytelnik zapewne domyslit sie juz,
ze teraz bedziemy liczy¢ pochodne kierunkowe bezpogrednio z definicji. Whrew powszechnym przesadom,
nie zawsze jest to trudne, uciazliwe itd.

Przyktad 7. Niech
zy, jesli zy >0
flz,y) = o
r—2y, jesli zy<O0.
Pokazemy, ze funkcja f nie jest rézniczkowalna w punkcie Py(0,0), ale ma w tym punkcie pochodne
kierunkowe w dowolnych kierunkach.
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Najpierw zauwazmy, ze dziedzing funkcji f jest zbiér R? i ze funkcja ta jest ciggla w punkcie P.
Zacznijmy od obliczenia pochodnych czastkowych. Mamy:

of |y 1O = J0,0) _pp h=2:0200=0) o by
oxlp, h—0 h h—0 h h—0h  h—0
O gy SO SO0y 0=20=(0=0) _ ) 220 oy = o
Oylpy  h—o0 h h—0 h h—0 h h—0
Pochodne czastkowe w punkcie P, istnieja, wiec istnieja tez pochodne kierunkowe w Py w kierunkach
wektorow uy = [1,0] i ug = [0, 1] oraz ug = [—1,0] i ug = [0, —1]. Pochodne te sa rowne:
ofy _y 9f) __, 9f) __, 9f) _
861 Py o 662 Py o ’ 863 Py o ’ a€4 Py N

Chcemy teraz policzy¢ pochodng kierunkowa funkcji f w punkcie Py w kierunku jakiego$ wektora
[c,d], ktory nie jest rownolegly do osi ukladu wspotrzednych, tzn. ¢d # 0. Nie mozemy zastosowaé
wzoru (3), poniewaz w tresci podano, ze funkcja nie jest rézniczkowalna w punkcie P. Sprawdzmy to.
Przypus$émy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie P, czyli dla dowolnych przyrostow Az i Ay
zmiennych niezaleznych, z ktérych co najmniej jeden jest rézny od zera, zachodzi warunek (2), tzn.

f(Az,Ay) — f(0,0) =1- Az — 2- Ay + 1Az + e2Ay,
gdzie g1 1 e9 daza do zera przy (Az,Ay) — (0,0). Wezmy Az = Ay # 0. Mamy:
Az - Ax = Ar — 20x + 1Az + eAx | Ax
Ar=1—2+4+¢e1 + &

Azr = —1+¢e1 + eq.

Otrzymali$my sprzeczno$é: przy Az — 0 lewa strona dazy do zera, a prawa dazy do —1, bo dla funkcji
rézniczkowalnej €1 1 €5 dazylyby do zera. Zatem funkcja f nie jest rézniczkowalna w Fy.

Pochodng w kierunku wektora us = [c,d], gdzie ¢ + d*> = 11 cd > 0, mozemy obliczyé¢ bezposrednio
z definicji. Zauwazmy, ze iloczyn ct - dt jest dodatni dla kazdego t # 0, wiec

a—f = lim flet,dt) — 1(0,0) = lim w = lim cdt = 0.
olslpy,  t—0 te2 + d2 t—0 t t—0

Takiego wyniku nie otrzymaliby$my, gdyby$Smy mimo wszystko probowali zastosowaé wzor (3). Nie jest
to wcale dziwne, bo zalozenia sg wazne.

Podobnie obliczamy pochodng w kierunku wektora ug = [c,d], gdzie ¢ +d? = 11 ed < 0. Wowcezas
ct - dt = cdt? < 0 dla kazdego t # 0, wiec

af = lim f(et dt) = 1(0,0) = lim =24t =0 _ lim(c — 2d) = ¢ — 2d.
0ls | P, t—0 tv 2 + d? t—0 t t—0

Taki sam wynik otrzymaliby$my, jesli zastosowaliby$my wzor (3). Zalozenia nie sa spelnione, a otrzymana
zgodnosé jest przypadkowal.

1 Nie jest to calkowicie przypadkowy wynik, ma on pewien zwiazek z sama funkcja. Czytelnik tatwo ten zwiazek zauwazy,
jesli przeanalizuje podobna do f funkcje g podana w zadaniu 3 w sekcji 6 tego artykutu.
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Whniosek z przykladu 7

Funkcja, ktora nie jest rézniczkowalna w punkcie Py, moze mie¢ pochodng kierunkowa w Py (nawet

w kazdym mozliwym kierunku).

Przyklad 8. Niech
iz dla (z,y) #(0,0)

fla) =47
0 dla  (z,y) = (0,0)
Pokazemy, ze funkcja f jest nieciaglta w punkcie Py(0,0), ale ma w tym punkcie pochodne kierunkowe
w pewnych kierunkach.

Funkcja f jest okreslona na calej ptaszczyznie (Dy = R?), wiec ciagtoéé w punkcie Py oznaczalaby?,
ze granica funkcji f w punkcie Py jest réwna wartosci funkcji w tym punkcie. Rozwazana funkcja w ogole
nie ma granicy w punkcie Py — wynika to np. z definicji Heinego:

1.1 1
. 11 : n .o .11
lim f{—-,—)= lim "= lim —”22 = lim - =2,
n—r+00 n n n—too 5 4 o5 n—too 5 n—+oo 2 2
1.2 2
. 1 2 ) S 2 . = ) 2
lim f|—,—)= lim %"= lim ”TZ = lim = =2,
n—-+o00 nn n—+00 nZ + = n—-+oo nz n—-+oo H 5

Funkcja f jest nieciggla w punkcie Py, ma jednak obie pochodne?® czastkowe w punkcie Py:

af . f(h,0) = f(0,0) . 0-0 .0 .

—| =lm*—————=1lim —— =lim - =1lim 0 =0,

Jxlp,  h—0 h h—0 h h—0h  h—0

g :hmw:hmﬂzthZHmo:

OylpP,  h—0 h h—0 h h—0h  h—0
Pochodne czastkowe w punkcie P, istnieja, wiec istnieja tez pochodne kierunkowe w Py w kierunkach
wektorow uy = [1,0] i uz = [0,1] oraz ug = [—1,0] i uqg = [0, —1]. Te cztery pochodne kierunkowe sa
owne:
o o _afy _of) o) _

661 Py B 8£2 Py B 8163 Py B 864 Py B

Zbadajmy jeszcze, czy istnieje pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie Py w jakim$ innym kierunku,
np. wektora us = [—4, 3]. Funkcja jest nieciagta w Py, wiec nie jest tez rozniczkowalna w Py i nie mozemy
zastosowa¢ wzoru (3) do policzenia tej pochodnej kierunkowej. Sprawdzmy, czy istnieje skoficzona granica

—4t-3t —12¢2
of| =2 lim f(—=4t,3t) — f(0,0) _ iy 102592 0 — lim 252 — lim —12'
Ols Py, =0 tv/16 + 9 -0 5¢ t0 bt +50 125¢

Oczywiscie ta granica nie istnieje, bo granice jednostronne sg rozne:

-12 [ -12 [-iZ
lim — = |15 o lim —2 = (235 | = 4o,
10+ 1251 [ 0+ ] Ao 125¢ [ 0- ] oo

2 Punkt (0,0) jest punktem skupienia dziedziny tej funkcji. Przypomnijmy, ze w punktach izolowanych dziedziny funkcja
jest ciaglta wprost z definicji.

3 Zwroémy uwage, ze dla funkeji jednej zmiennej taka sytuacja jest niemozliwa, bo cigglosé funkeji jednej zmiennej jest
konieczna (ale niewystarczajaca) dla istnienia pochodnej tej funkcji.
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0
Zatem —f nie istnieje. Podobnie mozemy pokazaé, ze nie istnieje pochodna kierunkowa funkcji f
5 1P
w punkcie Py w kierunku wektora [c, d], gdzie ¢d # 0.

Whniosek z przykladu 8

Funkcja, ktéra nie jest ciagta w punkcie Py, moze mie¢ pochodng kierunkowag w Fj.

Przyklad 9. Zbadajmy, czy funkcja okreslona wzorem f(z,y) = sgn(z + y — 3) ma jaka$ pochodna
kierunkowa w punkcie Py(2,1).

Funkcja signum (lac. znak) jest funkcja nieciagla, ktora przyjmuje tylko trzy wartosci: 1 dla argu-
mentéw dodatnich, —1 dla argumentéw ujemnych i 0 dla argumentu réwnego zero. Najpierw obliczymy

sgn(h)
h

rézne od zera, wiec mamy:

granice %irr%) . Jest to granica przy h dazacym do zera, czyli h jest dowolnie blisko zera, ale jest
—

. sgn(h) 1 17
= .y = [0+ =t
sgn(h) . =1 [-1] _
hli%lf h _hlgtl)lf h _[ S
Jim 58200 _
h—0 h

Korzystajac z tego wyniku, stwierdzamy, ze funkcja f nie ma pochodnych czastkowych w Py, bo nie
istnieja skoriczone granice

of ? lim f2+h,1)— f(2,1) — lim sgn(2+h+1-3) —sgn(2+1-13) — lim sgn(h)
oxr P, h—0 h h—0 h h—0 h
of ? lim f(2,1+h)— f(2,1) — lim sgn(2+1+h—3)—sgn(2+1-13) — lim sgn(h).
Oylp,  h—0 h h—0 h h—0 h

Jezeli chcemy policzy¢ pochodng kierunkowa funkcji f w punkcie Py w kierunku wektora u = [a, b] # 0,
to musimy obliczy¢ granice

lim f2+at,14+0bt) — f(2,1) ~ im sgn(2+at+1+bt—3)—0 . sgn(at + bt)

t=0 tv/a? + b2 =0 tv/a? + b2 TS0 a2 e

Granica ta jest skonczona tylko wtedy, gdy licznik jest réwny zero, czyli dla a = —b. Wektoréw spel-
niajacych ten warunek jest nieskoriczenie wiele, ale wskazuja one tylko dwa rézne kierunki. Wybierzmy
dwa takie wektory o ,tadnych” wspolrzednych: u; = [1,—1] i u; = [—1,1]. W kierunku tych wektorow
pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie Py jest réwna 0.

Whniosek z przykladu 9

Funkcja, ktora nie ma pochodnych czastkowych w punkcie Py, moze mie¢ pochodng kierunkowsg
w punkcie FPy.
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6. Zadania i odpowiedzi

Teraz nadszed! czas, aby sprawdzi¢ swoja wiedze i zrozumienie tematu. Ponizej zamieszczono propo-
zycje kilku zadann do samodzielnego rozwiazania.

Zadanie 1. Obliczy¢ pochodng kierunkowg funkcji f w punkcie Py w kierunku wektora u, jesli

a) f(z,y) = arctg 52, Py(5,5), u= [—4,3],

b) f(z7y) = yexy37 Py (%72)7 u= [27 _1]=

(_‘,) f(x7y7z) =V z+ 2y+ 3Z7 P0(15a27_1)7 u= [_1a25 _2]=
d) f(z,y,2) = %, Py(4,-1,2), u = [cos,cos §,cos0].

Zadanie 2. Obliczy¢ najwieksza i najmniejsza pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie Fp, jesli

a) f(‘T,y) = ﬂxi_ylﬂa PO(\[ﬂ 7\/5)7
b) f(z,y,2) = 2sinz + tgy — e~**, P(0,0,0).
Ty, jesli zy >0

Zadanie 3. Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji g(z,y) = w punkcie
x—2y, jesli xzy<0

Py(0,0) w kierunku wektora
a) u=[—4,3], b) u = [3,4].

W ktorym przypadku otrzymaliby$my taki sam wynik, stosujac beztrosko wzor (3)7 Tego wzoru niestety
nie mozna zastosowaé, bo nie s spelnione zatozenia.

2
S dla (a,y) £ (0,0)
0 da (z,y)=1(0,0)
Py(0,0), ale ma w tym punkcie pochodng kierunkowa w kazdym kierunku [a, b] # 0.

Zadanie 4. Sprawdzi¢, ze funkcja g(z,y) = jest nieciggta w punkcie

Zadanie 5. Zbadaé¢, w jakich kierunkach funkcja f(z,y) = sgn(z? — 4y?) ma pochodng kierunkows
w punkcie Py(0,0).

Odpowiedz 1.

286\/5

a) —0,7, b) g

c) —1, d) g (wskazowka: u nie jest wersorem).
Odpowiedz 2.

a) 5v5 (w kierunku [\/§7 \/5]), —5v5 (w kierunku [—\/3, —\/5]),
b) V14 (w kierunku [2, 1,3]), —v/14 (w kierunku [-2, —1, —3]).
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Odpowiedz 3.
a) —2, b) 0.

W przypadku b) otrzymamy ten sam wynik ze wzoru (3), chociaz nie mamy podstaw do stosowania tego
wzoru — funkcja g nie jest rézniczkowalna w P.

Odpowiedz 4.

2
d9) _ | dla 070
ot 1p, 0 dla b=0.

n—+400 TL’ n2

1 1 1
Funkcja jest nieciggla, bo np. lim ¢ ( ) = —#¢4(0,0).
Odpowiedz 5.

Istnieja cztery pochodne kierunkowe w Py (w kierunkach wektorow [2,1], [2, —1], [-2,1], [-2, —1]).
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