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O pochodnej kierunkowej i gradiencie

Streszczenie. Celem tego artykuªu jest przybli»enie Czytelnikowi poj¦cia pochodnej
kierunkowej. Podano de�nicj¦ i interpretacj¦ pochodnej kierunkowej oraz najwa»niejsze twierdze-
nia umo»liwiaj¡ce jej obliczanie. Praca zawiera przykªady ilustruj¡ce przytoczone twierdzenia oraz
przykªady obliczania pochodnej kierunkowej bezpo±rednio z de�nicji. Czytelnik znajdzie tak»e pro-
pozycje zada« do samodzielnego rozwi¡zania.

Sªowa kluczowe: pochodna kierunkowa, pochodne cz¡stkowe, gradient, ci¡gªo±¢ i ró»niczkowal-
no±¢ funkcji wielu zmiennych.

1.Motywacja

Zanim przejdziemy do tematu, rozwa»my dwa problemy.

Problem 1.Wyobra¹my sobie pofaªdowany górski teren (s¡ tam góry, doliny, przeª¦cze itd.), który jest

na tyle idealny, »e jego powierzchni¦ w pewnym prostok¡tnym ukªadzie wspóªrz¦dnych mo»na opisa¢ jako

z = H(x, y), gdzie H jest funkcj¡ rzeczywist¡ dwóch zmiennych rzeczywistych. Liczba H(x0, y0) oznacza

odlegªo±¢ punktu A0(x0, y0, H(x0, y0)) na rozwa»anej powierzchni od pªaszczyzny xy, natomiast sam¡

pªaszczyzn¦ xy uto»samiamy z poziomem morza. W punkcie A0 znajduje si¦ w¦drowiec. W zale»no±ci

od tego, jak¡ drog¦ wybierze, jego odlegªo±¢ od pªaszczyzny xy po ka»dym kroku mo»e si¦ zwi¦kszy¢,

zmniejszy¢ lub pozosta¢ bez zmian � ma to ±cisªy zwi¡zek z funkcj¡ H. W¦drowiec chce dotrze¢ na

najbli»szy szczyt jak najkrótsz¡ drog¡. Jak¡ strategi¦ powinien obra¢? Czy mo»emy przewidzie¢ kolejne

kroki w¦drowca, je»eli nie widzimy terenu, ale znamy funkcj¦ H?

Problem 2. Na pªaszczy¹nie xy mamy pªaski obszar D, w którym rozpalono kilka ognisk i postawiono

kilka wentylatorów. Z �zyki wiemy, »e temperatura T (x0, y0) w punkcie B0(x0, y0) ∈ D zale»y od poªo-

»enia tego punktu wzgl¦dem wszystkich ognisk i wentylatorów. Funkcja T jest wi¦c funkcj¡ rzeczywist¡

dwóch zmiennych rzeczywistych. Przypu±¢my, »e w punkcie B0 znajduje si¦ ciepªolubny stworek, które-

mu jest bardzo zimno. Stworek chce jak najszybciej dotrze¢ w okolice najbli»szego ogniska. Czy mo»emy

przewidzie¢ tor jego ruchu, je»eli nie odczuwamy temperatur w poszczególnych punktach obszaru D, ale

znamy wzór funkcji T?
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2. De�nicja pochodnej kierunkowej

W obu problemach musimy znale¹¢ kierunek, w którym podana funkcja najszybciej ro±nie. Spróbujmy

najpierw okre±li¢ tempo zmian funkcji f : Df → R, Df ⊂ R2, w punkcie P0(x0, y0) ∈ Df w kierunku

ustalonego niezerowego wektora u = [a, b]. Zastosujemy nast¦puj¡c¡ konstrukcj¦:

• na pªaszczy¹nie xy znajdujemy o± `, która przechodzi przez P0, jest równolegªa do wektora u i ma

taki sam zwrot jak u;

• zaznaczamy pªaszczyzn¦ π zawieraj¡c¡ ` i prostopadª¡ do pªaszczyzny xy;

• otrzymujemy pªask¡ krzyw¡ C, która jest cz¦±ci¡ wspóln¡ powierzchni z = f(x, y) i pªaszczyzny π;

• wybieramy na osi ` dowolny punkt P ∈ Df ró»ny od P0; punkt ten ma wspóªrz¦dne P (x0+at, y0+bt),

gdzie t jest pewn¡ liczb¡ rzeczywist¡ ró»n¡ od zera;

• na krzywej C znajdujemy punkty Q0(x0, y0, f(x0, y0)) oraz Q(x0 + at, y0 + bt, f (x0 + at, y0 + bt))

i prowadzimy przez nie sieczn¡ krzywej C;

• odlegªo±¢ mi¦dzy punktami P0 i P jest równa
√

(x0 + at− x0)2 + (y0 + bt− y0)2 = |t|
√
a2 + b2,

wi¦c sieczna jest nachylona do osi ` pod k¡tem, którego tangens wynosi

f(x0 + at, y0 + bt)− f(x0, y0)

t
√
a2 + b2

(w mianowniku pomijamy moduª, bo punkt P mo»e znajdowa¢ si¦ z ró»nych stron P0);

• je±li teraz P d¡»y do P0 wzdªu» `, to Q d¡»y do Q0 wzdªu» C i sieczne d¡»¡ do stycznej (o ile

styczna istnieje � nie musi istnie¢, bo krzywa C mo»e mie¢ np. ostrze w punkcie Q0);

• je»eli styczna do krzywej C w punkcie Q0 istnieje, to tangens k¡ta mi¦dzy styczn¡ a osi¡ ` jest

równy

tgϕ = lim
t→0

f(x0 + at, y0 + bt)− f(x0, y0)

t
√
a2 + b2

.

Je»eli powy»sza granica istnieje i jest sko«czona, to nazywamy j¡ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f

w punkcie P0 w kierunku wektora u i oznaczamy ∂f
∂`

∣∣
P0
.
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De�nicja 1. Pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f : Df → R, Df ⊂ R2, w punkcie P0(x0, y0) w kierunku

niezerowego wektora u = [a, b] nazywamy granic¦

∂f

∂`

∣∣∣
P0

= lim
t→0

f(x0 + at, y0 + bt)− f(x0, y0)

t
√
a2 + b2

, (1)

o ile ta granica istnieje i jest sko«czona.

Z de�nicji wynika oczywi±cie, »e P0 nale»y do Df , bo musimy obliczy¢ warto±¢ f(x0, y0). Aby pyta¢

o istnienie granicy (1), musimy by¢ pewni, »e t0 = 0 jest punktem skupienia dziedziny funkcji g okre±lonej

wzorem g(t) = f(x0+at,y0+bt)−f(x0,y0)

t
√
a2+b2

. Oznacza to, »e w dowolnym otoczeniu punktu P0 mamy niesko«-

czenie wiele punktów z dziedziny funkcji f , które le»¡ na prostej `, czyli punkt P0 jest punktem skupienia

zbioru ` ∩Df .

Je±li np. mamy funkcj¦ f(x, y) =
√
x +
√
y, to jej dziedzin¡ jest zbiór 〈0,+∞)× 〈0,+∞), wi¦c mo»emy

pyta¢ o pochodn¡ kierunkow¡ w punkcie P0(0, 0) w kierunku wektora [1, 3] lub [−2,−5], ale nie ma sensu

pyta¢ o pochodn¡ w P0(0, 0) w kierunku wektora [−1, 3] czy [2,−5]. W innych punktach mo»emy pyta¢

o pochodn¡ kierunkow¡ w dowolnym kierunku.

Odnotujmy trzy fakty wynikaj¡ce bezpo±rednio z de�nicji:

1) je»eli pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie P0 w kierunku wektora u = [a, b] 6= 0 jest równa A,

to istnieje pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie P0 w kierunku wektora −u = [−a,−b] i jest
ona równa −A;

2) je»eli istnieje pochodna cz¡stkowa ∂f
∂x

∣∣
P0
, to jest ona pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f w punkcie P0

w kierunku kierunku dodatniej póªosi Ox (czyli w kierunku wektora u = [1, 0]);

3) je»eli istnieje pochodna cz¡stkowa ∂f
∂y

∣∣
P0
, to jest ona pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f w punkcie P0

w kierunku kierunku dodatniej póªosi Oy (czyli w kierunku wektora u = [0, 1]).

Pochodn¡ kierunkow¡ funkcji wi¦kszej liczby zmiennych de�niujemy analogicznie. Przykªadowo dla

funkcji trzech zmiennych mamy nast¦puj¡c¡ de�nicj¦.

De�nicja 2. Pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f : Df → R, Df ⊂ R3, w punkcie P0(x0, y0, z0) w kierunku

niezerowego wektora u = [a, b, c] nazywamy granic¦

∂f

∂`

∣∣∣
P0

= lim
t→0

f(x0 + at, y0 + bt, z0 + ct)− f(x0, y0, z0)

t
√
a2 + b2 + c2

,

o ile ta granica istnieje i jest sko«czona.

Zauwa»my, »e dla funkcji trzech zmiennych pochodne cz¡stkowe ∂f
∂x

∣∣
P0
, ∂f∂y

∣∣
P0
, ∂f∂z

∣∣
P0

(o ile istniej¡) s¡

pochodnymi kierunkowymi w kierunkach wektorów [1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]. Tak»e pochodne w kierunkach

przeciwnych (o ile istniej¡) s¡ liczbami przeciwnymi.

3.Wªasno±ci pochodnej kierunkowej

Pochodn¡ funkcji jednej zmiennej te» de�niujemy jako pewn¡ granic¦, ale w praktyce bardzo cz¦sto

korzystamy z kilku ªatwych wzorów. Tak samo jest z pochodn¡ kierunkow¡ � policzymy j¡ z prostego
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wzoru, o ile funkcja jest ró»niczkowalna. Przypomnijmy de�nicj¦ ró»niczkowalnej funkcji rzeczywistej

dwóch zmiennych rzeczywistych (dla wi¦kszej liczby zmiennych niezale»nych de�nicje s¡ analogiczne).

De�nicja 3. Funkcja f : Df → R, Df ⊂ R2, jest ró»niczkowalna w punkcie P0(x0, y0) wtedy i tylko

wtedy, gdy jej przyrost ∆z = f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0, y0) mo»na zapisa¢ w postaci

∆z =
∂f

∂x

∣∣∣
P0

∆x+
∂f

∂x

∣∣∣
P0

∆y + ε1∆x+ ε2∆y, gdzie lim
(∆x,∆y)→(0,0)

ε1 = lim
(∆x,∆y)→(0,0)

ε2 = 0. (2)

Twierdzenie 1. Je»eli funkcja f : Df → R, Df ⊂ R2, jest ró»niczkowalna w pewnym otoczeniu punktu

P0(x0, y0), to jej pochodna kierunkowa w punkcie P0 w kierunku wektora u 6= 0 jest równa

∂f

∂`

∣∣∣
P0

=
∂f

∂x

∣∣∣
P0

cosα+
∂f

∂y

∣∣∣
P0

cosβ, (3)

gdzie cosα i cosβ s¡ kosinusami kierunkowymi wektora u.

Dowód. Ustalmy wektor u = [a, b] 6= 0. Mo»na go zapisa¢ jako

u =
√
a2 + b2

[
a√

a2 + b2
,

b√
a2 + b2

]
=
√
a2 + b2[cosα, cosβ], gdzie cos2 α+ cos2 β = 1.

Oznaczmy v = [cosα, cosβ]. Pochodna w kierunku wektora u jest taka sama jak pochodna w kierunku

wektora v. Ze wzoru (1) dla wektora v, który ma dªugo±¢ 1, mamy:

∂f

∂`

∣∣∣
P0

= lim
t→0

f(x0 + t cosα, y0 + t cosβ)− f(x0, y0)

t
= (∗).

W liczniku mamy przyrost ∆z, w którym ∆x = t cosα, ∆y = t cosβ. Je»eli t→ 0, to ∆x→ 0 i ∆y → 0.

Funkcja f jest ró»niczkowalna, wi¦c z (2) mamy:

(∗) = lim
t→0

∂f
∂x

∣∣∣
P0

t cosα+ ∂f
∂x

∣∣∣
P0

t cosβ + ε1t cosα+ ε2t cosβ

t
=

= lim
t→0

[
∂f

∂x

∣∣∣
P0

cosα+
∂f

∂x

∣∣∣
P0

cosβ + ε1 cosα+ ε2 cosβ

]
=

=
∂f

∂x

∣∣∣
P0

cosα+
∂f

∂x

∣∣∣
P0

cosβ + 0 · cosα+ 0 · cosβ =

=
∂f

∂x

∣∣∣
P0

cosα+
∂f

∂x

∣∣∣
P0

cosβ.

�

Z twierdzenia 1 wynika, »e dla funkcji ró»niczkowalnej w pewnym otoczeniu punktu P0 pochodna

kierunkowa istnieje w ka»dym kierunku. Z dowodu tego twierdzenia wida¢, »e pochodn¡ kierunkow¡ mo»na

oblicza¢ ze wzoru (3) tak»e dla funkcji ró»niczkowalnej w punkcie P0, ale tylko w takich kierunkach, dla

których granica (1) w de�nicji ma sens. Mo»emy te» skopiowa¢ powy»szy dowód, wprowadzi¢ pewne

�kosmetyczne� poprawki i pokaza¢, »e je±li funkcja u = f(x, y, z) jest ró»niczkowalna w P0(x0, y0, z0),

to jej pochodna kierunkowa w P0 w kierunku niezerowego wektora u = [a, b, c] (o ile P0 jest punktem
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skupienia cz¦±ci wspólnej Df oraz prostej `, która przechodzi przez P0 i jest równolegªa do u) jest równa

∂f

∂`

∣∣∣
P0

=
∂f

∂x

∣∣∣
P0

cosα+
∂f

∂y

∣∣∣
P0

cosβ +
∂f

∂z

∣∣∣
P0

cos γ, (4)

gdzie cosα = a√
a2+b2+c2

, cosβ = b√
a2+b2+c2

, cos γ = c√
a2+b2+c2

(czyli s¡ to kosinusy kierunkowe

wektora u). Analogiczne wzory zachodz¡ dla funkcji wi¦kszej liczby zmiennych.

Ró»niczkowalno±¢ jest wi¦c wystarczaj¡ca dla istnienia pochodnej. Jednak w wi¦kszo±ci wypadków po

zobaczeniu wzoru funkcji nie jeste±my w stanie stwierdzi¢, czy przyrosty tej funkcji speªniaj¡ warunek (2).

Na szcz¦±cie mamy:

• warunki konieczne dla ró»niczkowalno±ci (tzn. ka»da funkcja ró»niczkowalna jest ci¡gªa i ma wszyst-

kie pochodne cz¡stkowe) � niespeªnienie któregokolwiek z tych warunków pozwala stwierdzi¢, »e

funkcja nie jest ró»niczkowalna i nie mo»emy, niestety, zastosowa¢ wzorów (3)�(4),

• warunek wystarczaj¡cy dla ró»niczkowalno±ci (tzn. ka»da funkcja klasy C1, czyli ci¡gªa wraz z pierw-

szymi pochodnymi cz¡stkowymi, jest ró»niczkowalna) � je±li jest on speªniony, to mo»emy bez obaw

stosowa¢ wzory (3)�(4).

Powstaje pytanie: jak rozpozna¢ funkcj¦ klasy C1? Wi¦kszo±¢ funkcji rozwa»anych na wykªadach i ¢wicze-

niach to funkcje elementarne (z reguªy s¡ one ci¡gªe; problem z ci¡gªo±ci¡ mo»e pojawi¢ si¦ tylko wtedy,

gdy sama funkcja jest �klamerkowa� albo gdy funkcja �zawiera� funkcj¦ odwrotn¡ do funkcji niemono-

tonicznej, ale wówczas wzór musiaªby by¢ klamerkowy). Pochodne funkcji elementarnych te» s¡ zwykle

ci¡gªe (problemy mog¡ pojawi¢ si¦ w przypadku funkcji z moduªem albo w przypadku pierwiastków,

arcsin czy arccos � te funkcje nie maj¡ pochodnych w pewnych punktach).

Wró¢my teraz do funkcji dwóch zmiennych (otrzymane wyniki Czytelnik ªatwo uogólni na funk-

cje trzech lub wi¦cej zmiennych). We wzorze (3) mo»emy zauwa»y¢ iloczyn skalarny dwóch wektorów:[
∂f
∂x

∣∣∣
P0

, ∂f∂y

∣∣∣
P0

]
oraz [cosα, cosβ]. Pierwszy z nich nazywa si¦ gradientem funkcji f w punkcie P0 i ozna-

czamy go grad f |P0
, drugi to wersor kierunku, czyli wektor v. Zatem wzór (3) mo»emy zapisa¢ jako

∂f

∂`

∣∣∣
P0

= grad f |P0 ◦ v. (5)

Je»eli oznaczymy przez θ k¡t mi¦dzy gradientem a wersorem kierunku, to mamy:

∂f

∂`

∣∣∣
P0

= ‖grad f |P0‖ · ‖v‖ · cos θ = ‖grad f |P0‖ · cos θ. (6)

Ustalmy punkt P0 i zaªó»my, »e funkcja f jest ró»niczkowalna w pewnym otoczeniu punktu P0.

Zatem funkcja f ma w punkcie P0 pochodne kierunkowe we wszystkich kierunkach. Ponadto wektor

grad f |P0 istnieje (jest to jeden konkretny wektor, poniewa» P0 jest ustalony).

• Wybierzmy jaki± wersor v, który wskazuje kierunek, w którym chcemy policzy¢ pochodn¡ kierun-

kow¡. Poniewa» −1 ≤ cos θ ≤ 1, ze wzoru (6) mamy oszacowanie:

−‖grad f |P0
‖ ≤ ∂f

∂`

∣∣∣
P0

≤ ‖grad f |P0
‖.

• Je»eli b¦dziemy zmienia¢ wektor v i popatrzymy na k¡t θ mi¦dzy gradientem a wersorem kierun-

ku, to zauwa»ymy, »e θ przyjmuje wszystkie warto±ci z przedziaªu 〈0, π〉. Zatem cos θ przyjmuje
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wszystkie warto±ci z przedziaªu 〈−1, 1〉, wi¦c pochodna kierunkowa przyjmuje wszystkie warto±ci

z przedziaªu 〈−‖grad f |P0
‖, ‖grad f |P0

‖〉.

• Najwi¦ksz¡ pochodn¡ kierunkow¡ (równ¡ dªugo±ci gradientu funkcji f w punkcie P0) otrzymamy,

gdy cos θ = 1, czyli θ = 0. Najmniejsz¡ pochodn¡ kierunkow¡ (równ¡ −‖grad f |P0
‖) otrzymamy,

gdy cos θ = −1, czyli θ = π.

Wa»na wªasno±¢ gradientu

Je»eli funkcja f jest ró»niczkowalna w pewnym otoczeniu punktu P0, to jej gradient w tym punkcie

wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji.

Funkcja najszybciej maleje w kierunku przeciwnym do gradientu w punkcie P0.

Znale¹li±my wªa±nie odpowied¹ na problemy sformuªowane na pocz¡tku tego artykuªu, o ile rozwa»ane

tam funkcje H i T s¡ ró»niczkowalne. Zarówno w¦drowiec, jak i stworek pierwszy krok zrobi¡ w kierun-

ku gradientu �swojej� funkcji w punkcie (x0, y0). Po pierwszym kroku w¦drowiec znajdzie si¦ w punk-

cie (x1, y1, H(x1, y1)), a stworek w punkcie (x1, y1). Kolejny krok wykonaj¡ wi¦c w kierunku gradientu

w punkcie (x1, y1) itd.

Gdyby w¦drowiec chciaª jak najkrótsz¡ drog¡ zej±¢ na dóª, poruszaªby si¦ w kierunku przeciwnym

do gradientu. Podobnie stworek, gdyby jednak byªo mu zbyt gor¡co. A jaki kierunek powinien wybra¢

stworek, gdyby uznaª, »e temperatura w punkcie (x0, y0) jest optymalna, ale z jakich± wzgl¦dów nie mógªby

lub nie chciaªby pozosta¢ na swoim miejscu? Podobnych pyta« mo»emy postawi¢ wi¦cej. Odpowiedzi na te

pytania wskazuj¡ na zastosowania pochodnej kierunkowej i gradientu (najprostsze i zarazem najwa»niejsze

z nich to numeryczne znajdowanie ekstremów lokalnych funkcji wielu zmiennych).

4. Przykªady ªatwe, proste i przyjemne

Rozwi¡»emy teraz kilka ªatwych zada«, korzystaj¡c z wyników podanych w poprzedniej sekcji. Ogra-

niczymy si¦ do funkcji dwóch i trzech zmiennych � dla funkcji o wi¦kszej liczbie zmiennych metoda

rozwi¡zywania jest taka sama, ale rachunków b¦dzie zdecydowanie wi¦cej. Zainteresowany Czytelnik do-

datkowe zadania znajdzie np. w [2] i [3]. Inne typy zada« omówiono w [1].

Przykªad 1. Obliczy¢ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f(x, y) = 4 arc sin x
y + xy w punkcie P0(3, 5)

w kierunku wektora u = [24,−7].

Mo»emy skorzysta¢ ze wzoru (3), bo f jest funkcj¡ klasy C1 w pewnym otoczeniu punktu P0. Potrzebne

nam s¡ pochodne cz¡stkowe i kosinusy kierunkowe. Mamy:

‖u‖ =
√

242 + 72 =
√

(25− 1)2 + 49 =
√

252 − 50 + 1 + 49 = 25, cosα =
24

25
, cosβ =

−7

25
,

∂f

∂x

∣∣∣
P0

=
4√

1− x2

y2

· 1

y
+ y
∣∣∣
P0

= 4 · 5

4
· 1

5
+ 5 = 1 + 5 = 6,

∂f

∂y

∣∣∣
P0

=
4√

1− x2

y2

· −x
y2

+ x
∣∣∣
P0

= 4 · 5

4
· −3

25
+ 3 = −3

5
+ 3 = 3

(
1− 1

5

)
=

12

5
.
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Wstawiamy do wzoru (3):

∂f

∂`

∣∣∣
P0

= 6 · 24

25
+

12

5
· −7

25
=

12

125
(12 · 5− 7) =

12

125
(60− 7) =

12

125
· 53 =

636

125
.

Zauwa»my, »e pochodna jest dodatnia, czyli funkcja f w punkcie P0 w kierunku wektora u jest rosn¡ca.

Pochodna jest troch¦ wi¦ksza od 5, czyli funkcja ro±nie do±¢ szybko (jest to oczywi±cie kwestia wzgl¦dna;

ja sobie zawsze zadaj¦ pytanie, czy jechaªabym rowerem pod górk¦, której k¡t nachylenia ma tangens

równy 5).

Odp. ∂f∂`

∣∣∣
P0

= 636
125 .

Przykªad 2. Obliczy¢ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f(x, y, z) = x
√
y2 − 2z w punkcie P0(−1, 2, 0)

w kierunku wektora u = [−1, 1,−4].

Mo»emy skorzysta¢ ze wzoru (4), bo f jest funkcj¡ klasy C1 w pewnym otoczeniu punktu P0. Policzmy

najpierw kosinusy kierunkowe:

‖u‖ =
√

1 + 1 + 16 =
√

18 = 3
√

2, cosα =
−1

3
√

2
, cosβ =

1

3
√

2
, cos γ =

−4

3
√

2
.

Obliczamy pochodne cz¡stkowe funkcji f w punkcie P0:

∂f

∂x

∣∣∣
P0

=
√
y2 − 2z

∣∣∣
P0

= 2,

∂f

∂y

∣∣∣
P0

= x · 2y

2
√
y2 − 2z

∣∣∣
P0

=
xy√
y2 − 2z

∣∣∣
P0

= −1,

∂f

∂z

∣∣∣
P0

= x · −2

2
√
y2 − 2z

∣∣∣
P0

=
−x√
y2 − 2z

∣∣∣
P0

=
1

2
.

Wstawiamy do wzoru (4):

∂f

∂`

∣∣∣
P0

= 2 · −1

3
√

2
− 1 · 1

3
√

2
+

1

2
· −4

3
√

2
=
−2− 1− 2

3
√

2
=
−5

3
√

2
= −5

√
2

6
.

Zauwa»my, »e pochodna jest ujemna, czyli funkcja f w punkcie P0 w kierunku wektora u jest malej¡ca.

Czy funkcja maleje wolno, czy szybko? Zjecha¢ na nartach z takiego stoku?

Odp. ∂f∂`

∣∣∣
P0

= − 5
√

2
6 .

Przykªad 3. Obliczy¢ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f(x, y) = ex
2−y3 w punkcie P (−3, 2) w kierunku

wektora, który tworzy z grad f |P0
k¡t θ = 2π

3 .

Mo»emy skorzysta¢ ze wzoru (6), bo f jest klasy C1 w R2. Gradient funkcji w punkcie P0 to wektor,

którego wspóªrz¦dnymi s¡ kolejne pochodne cz¡stkowe funkcji w tym punkcie. Obliczmy je:

∂f

∂x

∣∣∣
P0

= ex
2−y3 · 2x

∣∣∣
P0

= −6e,
∂f

∂y

∣∣∣
P0

= ex
2−y3 · (−3y2)

∣∣∣
P0

= −12e.

Zatem

grad f |P0
= [−6e,−12e] = 6e[−1,−2] i ‖grad f |P0

‖ = 6e
√

1 + 4 = 6e
√

5.
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Wstawiamy do wzoru (6):

∂f

∂`

∣∣∣
P0

= 6e
√

5 · cos
2π

3
= 6e

√
5 ·
(
−1

2

)
= −3e

√
5.

Odp. ∂f∂`

∣∣∣
P0

= −3e
√

5.

Przykªad 4. Obliczy¢ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f(x, y, z) = (x2−y2) ln(x+y−z) w punkcie P0(2, 3, 4)

w kierunku wektora, który tworzy z grad f |P0 k¡t θ = −π6 .

Mo»emy znowu skorzysta¢ ze wzoru (6), bo f jest na pewno klasy C1 w pewnym otoczeniu punktu P0.

Wprawdzie wzór zostaª wyprowadzony dla funkcji dwóch zmiennych, ale ªatwo sprawdzi¢, »e ma on t¦

sam¡ posta¢ dla dowolnej funkcji wielu zmiennych, która jest ró»niczkowalna w punkcie P0. Musimy tylko

pami¦ta¢, »e dla funkcji n zmiennych jej gradient jest wektorem z przestrzeni Rn.
Teraz mamy funkcj¦ trzech zmiennych, wi¦c ma ona trzy pochodne cz¡stkowe i gradient jest wektorem

z przestrzeni R3. Obliczamy pochodne cz¡stkowe w punkcie P0:

∂f

∂x

∣∣∣
P0

= 2x · ln(x+ y − z) + (x2 − y2) · 1

x+ y − z

∣∣∣
P0

= 4 ln 1 + (4− 9) · 1 = −5,

∂f

∂y

∣∣∣
P0

= −2y · ln(x+ y − z) + (x2 − y2) · 1

x+ y − z

∣∣∣
P0

= −6 ln 1 + (4− 9) · 1 = −5,

∂f

∂z

∣∣∣
P0

= (x2 − y2) · −1

x+ y − z

∣∣∣
P0

= (4− 9) · (−1) = 5.

Zatem

grad f |P0
= [−5,−5, 5] = 5[−1,−1, 1] i ‖grad f |P0

‖ = 5
√

1 + 1 + 1 = 5
√

3.

Wstawiamy do wzoru (6):

∂f

∂`

∣∣∣
P0

= 5
√

3 · cos
(
−π

6

)
= 5
√

3 ·
√

3

2
=

15

2
.

Odp. ∂f∂`

∣∣∣
P0

= 15
2 .

Przykªad 5. Obliczy¢ najwi¦ksz¡ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f(x, y) =
2x+ y

2x− y
w punkcie P0(2, 1).

Widzimy, »e funkcja jest klasy C1 w pewnym otoczeniu punktu P , wi¦c istniej¡ pochodne kierunkowe

we wszystkich kierunkach. Najwi¦ksza pochodna kierunkowa to pochodna w kierunku gradientu (gradient

wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji). Je±li v jest takim wektorem, »e

‖v‖ = 1 i v = t grad f |P0
, gdzie t > 0,

to we wzorze (6) mamy θ = 0, cos θ = 1, czyli pochodna w kierunku gradientu jest równa dªugo±ci

gradientu. Obliczamy pochodne cz¡stkowe w punkcie P0:

∂f

∂x

∣∣∣
P0

=
2(2x− y)− (2x+ y) · 2

(2x− y)2

∣∣∣
P0

=
2(2x− y − 2x− y)

(2x− y)2

∣∣∣
P0

=
−4y

(2x− y)2

∣∣∣
P0

= −4

9
,

∂f

∂y

∣∣∣
P0

=
(2x− y)− (2x+ y) · (−1)

(2x− y)2

∣∣∣
P0

=
2x− y + 2x+ y

(2x− y)2

∣∣∣
P0

=
4x

(2x− y)2

∣∣∣
P0

=
8

9
.
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Zatem

grad f |P0
=

[
−4

9
,

8

9

]
=

4

9
[−1, 2],

natomiast dªugo±¢ gradientu to 4
9

√
1 + 4 = 4

√
5

9 . Mo»emy napisa¢ odpowied¹.

Odp. Najwi¦ksza pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie P0 jest równa 4
√

5
9 .

Przykªad 6. Obliczy¢ najmniejsz¡ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f(x, y, z) = x2y3z4 w punkcie P0(1, 1, 1).

Jak ju» wspomniano, wzór (6) jest uniwersalny � zachodzi dla wszystkich funkcji ró»niczkowalnych

wielu zmiennych, oczywi±cie w pewnym otoczeniu punktu P0. Nasza funkcja jest klasy C1 w R3. Poniewa»

−1 ≤ cos θ ≤ 1, najmniejsza pochodna kierunkowa w punkcie P0 jest równa −‖grad fP0‖.
Obliczamy pochodne cz¡stkowe i gradient w punkcie P0:

∂f

∂x

∣∣∣
P0

= 2xy3z4
∣∣∣
P0

= 2,

∂f

∂y

∣∣∣
P0

= 3y2x2z4
∣∣∣
P0

= 3,

∂f

∂z

∣∣∣
P0

= 4z3x2y3
∣∣∣
P0

= 4.

Zatem grad f |P0 = [2, 3, 4]. Gradient ten ma dªugo±¢
√

4 + 9 + 16 =
√

29. Je±li policzyliby±my pochodne

kierunkowe funkcji f w punkcie P0 we wszystkich mo»liwych kierunkach, to otrzymaliby±my wszystkie

liczby w z przedziaªu 〈−
√

29,
√

29〉.

Odp. Najmniejsza pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie P0 wynosi −
√

29.

5. Przykªady dla dociekliwych, czyli warunek wystarczaj¡cy nie
jest konieczny

Wiemy ju», »e je±li funkcja jest ró»niczkowalna w punkcie P0, który jest punktem skupienia zbioru

`∩Df , to jej pochodn¡ kierunkow¡ mo»na obliczy¢ ze wzoru (3), (4) lub analogicznego wzoru dla funkcji

o wi¦kszej liczbie zmiennych. Je»eli funkcja jest ró»niczkowalna w pewnym otoczeniu punktu P0, to jej

pochodna kierunkowa istnieje w ka»dym kierunku. Zatem warunkiem wystarczaj¡cym dla istnienia po-

chodnej kierunkowej jest ró»niczkowalno±¢ funkcji. Przeanalizujemy teraz kilka przykªadów, które poka»¡,

»e warunek ten nie jest konieczny. Poka»emy jeszcze wi¦cej: istniej¡ funkcje, które s¡ nieci¡gªe lub nie

maj¡ pochodnych cz¡stkowych, ale maj¡ jakie± pochodne kierunkowe. Czytelnik zapewne domy±liª si¦ ju»,

»e teraz b¦dziemy liczy¢ pochodne kierunkowe bezpo±rednio z de�nicji. Wbrew powszechnym przes¡dom,

nie zawsze jest to trudne, uci¡»liwe itd.

Przykªad 7. Niech

f(x, y) =

 xy, je±li xy > 0

x− 2y, je±li xy ≤ 0.

Poka»emy, »e funkcja f nie jest ró»niczkowalna w punkcie P0(0, 0), ale ma w tym punkcie pochodne

kierunkowe w dowolnych kierunkach.
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Najpierw zauwa»my, »e dziedzin¡ funkcji f jest zbiór R2 i »e funkcja ta jest ci¡gªa w punkcie P0.

Zacznijmy od obliczenia pochodnych cz¡stkowych. Mamy:

∂f

∂x

∣∣∣
P0

= lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim
h→0

h− 2 · 0− (0− 0)

h
= lim
h→0

h

h
= lim
h→0

1 = 1,

∂f

∂y

∣∣∣
P0

= lim
h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
= lim
h→0

0− 2h− (0− 0)

h
= lim
h→0

−2h

h
= lim
h→0

(−2) = −2.

Pochodne cz¡stkowe w punkcie P0 istniej¡, wi¦c istniej¡ te» pochodne kierunkowe w P0 w kierunkach

wektorów u1 = [1, 0] i u2 = [0, 1] oraz u3 = [−1, 0] i u4 = [0,−1]. Pochodne te s¡ równe:

∂f

∂`1

∣∣∣
P0

= 1,
∂f

∂`2

∣∣∣
P0

= −2,
∂f

∂`3

∣∣∣
P0

= −1,
∂f

∂`4

∣∣∣
P0

= 2.

Chcemy teraz policzy¢ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f w punkcie P0 w kierunku jakiego± wektora

[c, d], który nie jest równolegªy do osi ukªadu wspóªrz¦dnych, tzn. cd 6= 0. Nie mo»emy zastosowa¢

wzoru (3), poniewa» w tre±ci podano, »e funkcja nie jest ró»niczkowalna w punkcie P . Sprawd¹my to.

Przypu±¢my, »e funkcja f jest ró»niczkowalna w punkcie P , czyli dla dowolnych przyrostów ∆x i ∆y

zmiennych niezale»nych, z których co najmniej jeden jest ró»ny od zera, zachodzi warunek (2), tzn.

f(∆x,∆y)− f(0, 0) = 1 ·∆x− 2 ·∆y + ε1∆x+ ε2∆y,

gdzie ε1 i ε2 d¡»¡ do zera przy (∆x,∆y)→ (0, 0). We¹my ∆x = ∆y 6= 0. Mamy:

∆x ·∆x = ∆x− 2∆x+ ε1∆x+ ε2∆x
∣∣∣ : ∆x

∆x = 1− 2 + ε1 + ε2

∆x = −1 + ε1 + ε2.

Otrzymali±my sprzeczno±¢: przy ∆x → 0 lewa strona d¡»y do zera, a prawa d¡»y do −1, bo dla funkcji

ró»niczkowalnej ε1 i ε2 d¡»yªyby do zera. Zatem funkcja f nie jest ró»niczkowalna w P0.

Pochodn¡ w kierunku wektora u5 = [c, d], gdzie c2 + d2 = 1 i cd > 0, mo»emy obliczy¢ bezpo±rednio

z de�nicji. Zauwa»my, »e iloczyn ct · dt jest dodatni dla ka»dego t 6= 0, wi¦c

∂f

∂`5

∣∣∣
P0

= lim
t→0

f(ct, dt)− f(0, 0)

t
√
c2 + d2

= lim
t→0

ct · dt− 0

t
= lim
t→0

cdt = 0.

Takiego wyniku nie otrzymaliby±my, gdyby±my mimo wszystko próbowali zastosowa¢ wzór (3). Nie jest

to wcale dziwne, bo zaªo»enia s¡ wa»ne.

Podobnie obliczamy pochodn¡ w kierunku wektora u6 = [c, d], gdzie c2 + d2 = 1 i cd < 0. Wówczas

ct · dt = cdt2 < 0 dla ka»dego t 6= 0, wi¦c

∂f

∂`6

∣∣∣
P0

= lim
t→0

f(ct, dt)− f(0, 0)

t
√
c2 + d2

= lim
t→0

ct− 2dt− 0

t
= lim
t→0

(c− 2d) = c− 2d.

Taki sam wynik otrzymaliby±my, je±li zastosowaliby±my wzór (3). Zaªo»enia nie s¡ speªnione, a otrzymana

zgodno±¢ jest przypadkowa1.

1 Nie jest to caªkowicie przypadkowy wynik, ma on pewien zwi¡zek z sam¡ funkcj¡. Czytelnik ªatwo ten zwi¡zek zauwa»y,
je±li przeanalizuje podobn¡ do f funkcj¦ g podan¡ w zadaniu 3 w sekcji 6 tego artykuªu.
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Wniosek z przykªadu 7

Funkcja, która nie jest ró»niczkowalna w punkcie P0, mo»e mie¢ pochodn¡ kierunkow¡ w P0 (nawet

w ka»dym mo»liwym kierunku).

Przykªad 8. Niech

f(x) =

 xy
x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0).

Poka»emy, »e funkcja f jest nieci¡gªa w punkcie P0(0, 0), ale ma w tym punkcie pochodne kierunkowe

w pewnych kierunkach.

Funkcja f jest okre±lona na caªej pªaszczy¹nie (Df = R2), wi¦c ci¡gªo±¢ w punkcie P0 oznaczaªaby2,

»e granica funkcji f w punkcie P0 jest równa warto±ci funkcji w tym punkcie. Rozwa»ana funkcja w ogóle

nie ma granicy w punkcie P0 � wynika to np. z de�nicji Heinego:

lim
n→+∞

f

(
1

n
,

1

n

)
= lim
n→+∞

1
n ·

1
n

1
n2 + 1

n2

= lim
n→+∞

1
n2

2
n2

= lim
n→+∞

1

2
=

1

2
,

lim
n→+∞

f

(
1

n
,

2

n

)
= lim
n→+∞

1
n ·

2
n

1
n2 + 4

n2

= lim
n→+∞

2
n2

5
n2

= lim
n→+∞

2

5
=

2

5
.

Funkcja f jest nieci¡gªa w punkcie P0, ma jednak obie pochodne3 cz¡stkowe w punkcie P0:

∂f

∂x

∣∣∣
P0

= lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim
h→0

0− 0

h
= lim
h→0

0

h
= lim
h→0

0 = 0,

∂f

∂y

∣∣∣
P0

= lim
h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
= lim
h→0

0− 0

h
= lim
h→0

0

h
= lim
h→0

0 = 0.

Pochodne cz¡stkowe w punkcie P0 istniej¡, wi¦c istniej¡ te» pochodne kierunkowe w P0 w kierunkach

wektorów u1 = [1, 0] i u2 = [0, 1] oraz u3 = [−1, 0] i u4 = [0,−1]. Te cztery pochodne kierunkowe s¡

równe:
∂f

∂`1

∣∣∣
P0

=
∂f

∂`2

∣∣∣
P0

=
∂f

∂`3

∣∣∣
P0

=
∂f

∂`4

∣∣∣
P0

= 0.

Zbadajmy jeszcze, czy istnieje pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie P0 w jakim± innym kierunku,

np. wektora u5 = [−4, 3]. Funkcja jest nieci¡gªa w P0, wi¦c nie jest te» ró»niczkowalna w P0 i nie mo»emy

zastosowa¢ wzoru (3) do policzenia tej pochodnej kierunkowej. Sprawd¹my, czy istnieje sko«czona granica

∂f

∂`5

∣∣∣
P0

?
= lim
t→0

f(−4t, 3t)− f(0, 0)

t
√

16 + 9
= lim
t→0

−4t·3t
16t2+9t2 − 0

5t
= lim
t→0

−12t2

25t2

5t
= lim
t→0

−12

125 t
.

Oczywi±cie ta granica nie istnieje, bo granice jednostronne s¡ ró»ne:

lim
t→0+

−12

125 t
=

[− 12
125

0+

]
= −∞, lim

t→0−

−12

125 t
=

[− 12
125

0−

]
= +∞.

2 Punkt (0, 0) jest punktem skupienia dziedziny tej funkcji. Przypomnijmy, »e w punktach izolowanych dziedziny funkcja
jest ci¡gªa wprost z de�nicji.

3 Zwró¢my uwag¦, »e dla funkcji jednej zmiennej taka sytuacja jest niemo»liwa, bo ci¡gªo±¢ funkcji jednej zmiennej jest
konieczna (ale niewystarczaj¡ca) dla istnienia pochodnej tej funkcji.
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Zatem
∂f

∂`5

∣∣∣
P0

nie istnieje. Podobnie mo»emy pokaza¢, »e nie istnieje pochodna kierunkowa funkcji f

w punkcie P0 w kierunku wektora [c, d], gdzie cd 6= 0.

Wniosek z przykªadu 8

Funkcja, która nie jest ci¡gªa w punkcie P0, mo»e mie¢ pochodn¡ kierunkow¡ w P0.

Przykªad 9. Zbadajmy, czy funkcja okre±lona wzorem f(x, y) = sgn(x + y − 3) ma jak¡± pochodn¡

kierunkow¡ w punkcie P0(2, 1).

Funkcja signum (ªac. znak) jest funkcj¡ nieci¡gª¡, która przyjmuje tylko trzy warto±ci: 1 dla argu-

mentów dodatnich, −1 dla argumentów ujemnych i 0 dla argumentu równego zero. Najpierw obliczymy

granic¦ lim
h→0

sgn(h)

h
. Jest to granica przy h d¡»¡cym do zera, czyli h jest dowolnie blisko zera, ale jest

ró»ne od zera, wi¦c mamy:

lim
h→0+

sgn(h)

h
= lim
h→0+

1

h
=

[
1

0+

]
= +∞

lim
h→0−

sgn(h)

h
= lim
h→0−

−1

h
=

[
−1

0−

]
= +∞

lim
h→0

sgn(h)

h
= +∞.

Korzystaj¡c z tego wyniku, stwierdzamy, »e funkcja f nie ma pochodnych cz¡stkowych w P0, bo nie

istniej¡ sko«czone granice

∂f

∂x

∣∣∣
P0

?
= lim
h→0

f(2 + h, 1)− f(2, 1)

h
= lim
h→0

sgn(2 + h+ 1− 3)− sgn(2 + 1− 3)

h
= lim
h→0

sgn(h)

h

∂f

∂y

∣∣∣
P0

?
= lim
h→0

f(2, 1 + h)− f(2, 1)

h
= lim
h→0

sgn(2 + 1 + h− 3)− sgn(2 + 1− 3)

h
= lim
h→0

sgn(h)

h
.

Je»eli chcemy policzy¢ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f w punkcie P0 w kierunku wektora u = [a, b] 6= 0,

to musimy obliczy¢ granic¦

lim
t→0

f(2 + at, 1 + bt)− f(2, 1)

t
√
a2 + b2

= lim
t→0

sgn(2 + at+ 1 + bt− 3)− 0

t
√
a2 + b2

= lim
t→0

sgn(at+ bt)

t
√
a2 + b2

.

Granica ta jest sko«czona tylko wtedy, gdy licznik jest równy zero, czyli dla a = −b. Wektorów speª-

niaj¡cych ten warunek jest niesko«czenie wiele, ale wskazuj¡ one tylko dwa ró»ne kierunki. Wybierzmy

dwa takie wektory o �ªadnych� wspóªrz¦dnych: u1 = [1,−1] i u1 = [−1, 1]. W kierunku tych wektorów

pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie P0 jest równa 0.

Wniosek z przykªadu 9

Funkcja, która nie ma pochodnych cz¡stkowych w punkcie P0, mo»e mie¢ pochodn¡ kierunkow¡

w punkcie P0.
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6. Zadania i odpowiedzi

Teraz nadszedª czas, aby sprawdzi¢ swoj¡ wiedz¦ i zrozumienie tematu. Poni»ej zamieszczono propo-

zycje kilku zada« do samodzielnego rozwi¡zania.

Zadanie 1. Obliczy¢ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f w punkcie P0 w kierunku wektora u, je±li

f(x, y) = arc tg x−y
2 , P0(5, 5), u = [−4, 3],a)

f(x, y) = yexy
3

, P0

(
1
8 , 2
)
, u = [2,−1],b)

f(x, y, z) =
√
x+ 2y + 3z, P0(15, 2,−1), u = [−1, 2,−2],c)

f(x, y, z) = xy
z , P0(4,−1, 2), u =

[
cosπ, cos π3 , cos 0

]
.d)

Zadanie 2. Obliczy¢ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f w punkcie P0, je±li

f(x, y) = xy
x2−y2 , P0(

√
2,−
√

3),a)

f(x, y, z) = 2 sinx+ tg y − e−3z, P0(0, 0, 0).b)

Zadanie 3. Obliczy¢ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji g(x, y) =

 xy, je±li xy ≥ 0

x− 2y, je±li xy < 0
w punkcie

P0(0, 0) w kierunku wektora

u = [−4, 3],a) u = [3, 4].b)

W którym przypadku otrzymaliby±my taki sam wynik, stosuj¡c beztrosko wzór (3)? Tego wzoru niestety

nie mo»na zastosowa¢, bo nie s¡ speªnione zaªo»enia.

Zadanie 4. Sprawdzi¢, »e funkcja g(x, y) =

 x2y
x4+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)
jest nieci¡gªa w punkcie

P0(0, 0), ale ma w tym punkcie pochodn¡ kierunkow¡ w ka»dym kierunku [a, b] 6= 0.

Zadanie 5. Zbada¢, w jakich kierunkach funkcja f(x, y) = sgn(x2 − 4y2) ma pochodn¡ kierunkow¡

w punkcie P0(0, 0).

Odpowied¹ 1.

−0, 7,a)
28e
√

5

5
,b)

− 1
8 ,c)

5

3
(wskazówka: u nie jest wersorem).d)

Odpowied¹ 2.

5
√

5 (w kierunku [
√

3,
√

2]), −5
√

5 (w kierunku [−
√

3,−
√

2]),a)
√

14 (w kierunku [2, 1, 3]), −
√

14 (w kierunku [−2,−1,−3]).b)
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Odpowied¹ 3.

−2,a) 0.b)

W przypadku b) otrzymamy ten sam wynik ze wzoru (3), chocia» nie mamy podstaw do stosowania tego

wzoru � funkcja g nie jest ró»niczkowalna w P0.

Odpowied¹ 4.

∂g

∂`

∣∣∣
P0

=

 a2

b
√
a2+b2

dla b 6= 0

0 dla b = 0.

Funkcja jest nieci¡gªa, bo np. lim
n→+∞

g

(
1

n
,

1

n2

)
=

1

2
6= g(0, 0).

Odpowied¹ 5.

Istniej¡ cztery pochodne kierunkowe w P0 (w kierunkach wektorów [2, 1], [2,−1], [−2, 1], [−2,−1]).
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